Etude du nombre de parties d'un ensemble

 avec un tableur 

Prérequis : triangle de Pascal, nombres  EQ \b\bc\((\o(\s\up2();\s\do(EQ p)))
.

Soit E un ensemble ayant n éléments. On se propose de trouver une méthode pour calculer le nombre de parties de E ayant p éléments,  0 CARSPECIAUX 163 \f "Symbol"\h p CARSPECIAUX 163 \f "Symbol"\h n.

A - Parties d'un ensemble


- Soit E un ensemble ayant deux éléments a et b :  E = {a,b}.

Les parties de E sont les ensembles {a}, {b}  auxquelles on rajoute la partie vide {} et la partie pleine {a,b}. 

 
- Définition. On appelle partie d’un ensemble E, tout ensemble constitué d’un ou plusieurs éléments de E. La partie vide et la partie pleine sont considérées comme des parties de E.


On a vu qu'un ensemble à deux éléments a quatre parties : une à un élément, deux à un seul élément et une à 2 éléments. 

Soit F = {1, 2, 3, 4} et A = {1, 3, 4). A est un partie de F à 3 éléments. On dit aussi que A est une combinaison de 3 éléments de F pris parmi 4.  

B – Dénombrement avec un arbre

Cas d'un ensemble à trois éléments. Soit E = {a,b,c] . Déterminons toutes les parties de E.

On peut utiliser un arbre  pour former les parties de E . Compléter l'arbre :






a
b
c
Parties de E




Non
{}



Non
Oui
{c}


Non






Oui
















Oui






Oui
Oui
{a,b,c}


- Combien obtient–on de parties ?  Combien à un seul élément et combien à deux éléments ?

- Exprimer le nombre de parties de E à l'aide d'une puissance de 2 :

- Combien obtiendrait-on de parties si l'ensemble E avait 4 éléments ?            

 Comment peut-on justifier ce résultat ?

Le cardinal d'un ensemble E est le nombre d'éléments de E.  On le note card(E).

Si card(E) = n,   le nombre de parties de E est égal à 



C – Dénombrement avec un tableur

On convertit l'arbre en un tableau en remplaçant Oui par 1 et Non par 0. On numérote les lignes à partir de zéro.

- Ouvrir une feuille de tableur.  Reproduire et compléter le tableau ci-dessous.


1
2
3
4
5
6

1







2
N°
a
b
c
Parties de E
Nombre d'éléments

3
0
0
0
0
{}
0

4
1
0
0
1
{c}
1

5
2
0
1
0

1

6
3
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7
4






8
5






9
6






10
7







Quelle formule, recopiable vers le bas, peut-on écrire colonne 6, ligne 3 ?


- On remarque que l'on peut associer à chaque partie de E  un code  de 3 chiffres écrit uniquement avec les chiffres 0 et 1. Par exemple, le code de la partie vide {} est  000,  et  celui de la partie {c} est  001.


Quel est le code de {a,b} ?                     ;  de {a,b,c} ?                                .


- Une écriture de nombre n'utilisant que les chiffres 0 et 1 est dite écriture en numération binaire. C'est celle qui est utilisée par tous les appareils numériques.

D – Avec un tableur, coder  les parties d'un ensemble E.
A droite de la colonne N°, insérer une colonne (colonne 2) ayant pour titre :  N° en binaire.

- La fonction  DECBIN(n;p) 
  convertit le nombre entier n (écriture décimale) en une écriture binaire utilisant p chiffres. 

Essayer :      = DECBIN(7 ; 4) 


;     =DECBIN(75 ; 7) 



.


- Mettre dans la cellule de la colonne N° en binaire, ligne 0 du tableau, la formule  =DECBIN(LC1;4)  qui  convertit en binaire le numéro de la ligne (code avec 4 chiffres). LC1 est une référence qui signifie : sur la même ligne, colonne 1. Recopier la formule jusqu'en bas du tableau.

- Comparer les écritures en binaire des nombres entiers de 0 à 7  aux codes des parties de E. 

En quoi cette propriété peut-elle être utile avec un tableur ?

E - Extraire les chiffres du code binaire


On étudie maintenant le cas où card(E) = 4 avec E = {a,b,c,d}.  L'ensemble E a donc  2EQ \s\up4(4)  soit 16 parties.

- Il faut modifier le tableau précédent.

Insérer une colonne réservée à l'élément d et numéroter les lignes de 0 à 15.

Compléter la colonne N° en binaire.


- Il reste maintenant à recopier les chiffres du code (colonne 2) dans les colonnes respectives des lettres a, b, c et d. Les chiffres peuvent s'obtenir à l'aide de deux divisions euclidiennes successives. Des explications sur cette méthode sont données dans l'annexe.


- Au-dessus des lettres a, b, c et d, ligne 1, écrire dans l'ordre 8, 4, 2, 1 (les puissances de 2), puis dans la première cellule de la colonne a du tableau (ligne3, colonne 3 de la feuille) écrire la formule :

=  MOD(QUOTIENT(LC1 ; L1C) ;2) 


- la fonction QUOTIENT(n;p) donne le quotient dans la division euclidienne de n par p.

- la fonction MOD(n;p) donne le reste dans la division euclidienne de n par p




Recopier cette formule vers le bas, puis vers la droite afin de remplir le tableau. 

On a ainsi obtenu les codes de toutes les parties de E = {a,b,c,d} et la recopie des chiffres des codes dans les colonnes a, b, c, et d.

F - Compter les parties à p éléments de l'ensemble E


- Dans le code d'une partie A de l'ensemble E, le chiffre 0 dans une colonne signifie que la partie A ne contient pas la lettre de la colonne, le chiffre 1 que la lettre est présente dans A. Pour calculer le nombre d'éléments de la partie A (nombre de lettres présentes), il suffit donc d'ajouter les chiffres du code. Par exemple  1011 donne 1+0+1+1, soit 3 (3 lettres a, c et d).


- Compléter la colonne intitulée Nombre d'éléments qui donne le nombre d'éléments des parties de E. Pour cela, utiliser une formule recopiable vers le bas.

· Compter le nombre de parties de E = {a, b, c, d} à un élément  :                    ;




à deux éléments  :




; à trois éléments  :                      .

G – Calculer le nombre de parties à p éléments d’un ensemble E à n éléments

· Ouvrir une nouvelle feuille de tableur. Recopier le tableau suivant où n = card(E).

1
2
3
4
5
6
7
8
9

1
            p

    n
0
1
2
3
4
5
6
7

2
0
1








3
1
1
1







4
2
1
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3
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4
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5
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7










- On complète le tableau en indiquant pour chaque valeurs de n et de p le nombre de parties de E ayant p éléments, 0 CARSPECIAUX 163 \f "Symbol"\h p CARSPECIAUX 163 \f "Symbol"\h n.


- si n = 0, E ={}. Il y a dans ce cas une partie, la partie vide (p = 0). On met 1, ligne 0, colonne 0 du tableau.


- si n = 1, E ={a}. Il y a une partie vide et une partie pleine. On met 1, ligne 1, colonnes 0 et 1.


- si n = 2, E={a,b}. Il y a une partie vide, deux parties à un élément, une partie pleine. On écrit donc 1, 2, 1, ligne 2 du tableau.


- pour n CARSPECIAUX 179 \f "Symbol"\h 3, ouvrir le fichier :  Parties d'un ensemble, puis la feuille de tableur Card(E) = n.

Un curseur permet de modifier la valeur de n. Choisir n = 3. Pour compter plus facilement les parties à p éléments, on peut  trier le tableau en prenant comme critère le nombre d'éléments. Pour cela, avec la souris sélectionner le tableau en entier, y compris la ligne des titres. Choisir les menus  Données, Trier,  puis Trier par : Nombres d'éléments, Ligne de titres : Oui, OK.

Compter alors les parties à un élément, puis à deux, trois éléments. reporter les résultats ligne 3 du tableau.

Avant de passer à n = 4, il est IMPERATIF D' ANNULER LE TRI : bouton Annuler. Ensuite , on peut recommencer de la même façon que pour n = 3.

Compléter ainsi le tableau jusqu'à n = 7.


- En observant les nombres trouvés, que rappelle ce tableau  ?

Si on généralise à un ensemble à n éléments, on obtient le résultat suivant :


Soit E un ensemble ayant n éléments.


Le nombre de parties de E ayant p éléments est égal au nombre  EQ \b\bc\((\o(\s\up2();\s\do(EQ p)))
 ,  0 CARSPECIAUX 163 \f "Symbol"\h p CARSPECIAUX 163 \f "Symbol"\h n.

Exemples d'application 


On tire 5 cartes d'un jeu de 32 cartes.


a-  Quel est le nombre de mains de 5 cartes ?


b-  Quel est le nombre de mains de 5 cartes contenant exactement 3 cœurs ?

H – Retrouver les propriétés des nombres  EQ \b\bc\((\o(\s\up2();\s\do(EQ p)))

Ouvrir la feuille de calcul Card(E) = n
a- On choisit n = 5 et p = 1. Que vaut n-p ? Comparer la liste des parties à un éléments à la liste des parties à quatre éléments. Peut-on faire un lien entre elles ?

Comparer le nombre de parties à un élément au nombre de parties à quatre éléments. 

On recommence avec p = 2. Tirer une conclusion ?

Que peut-on dire des nombres  EQ \b\bc\((\o(\s\up2();\s\do(EQ p)))
 et  EQ \b\bc\((\o(\s\up2();\s\do(EQ n – p)))
 ?


b-  Soit E = {a,b,c,d,e}.  On a ici n = 5.  On s'intéresse aux parties de E à 3 éléments.

Leur nombre est égal à  :        . 

Parmi celles-ci, combien y en a-t-il qui contiennent la lettre a ?

Parmi celles-ci, combien y en a-t-il qui ne contiennent pas la lettre a ?

Etablir une égalité entre ces trois nombres :

Compléter :  EQ \b\bc\((\o(\s\up2();\s\do(EQ 3)))
 = 







Ecrire cette relation dans la cas général (avec n et p) :

_____________




ANNEXE

1- Ecriture en numération binaire d'un nombre entier

- En numération décimale, on utilise 10 chiffres et la décomposition en puissances de 10.

Exemple : 327 = 3 x10EQ \s\up4(2) + 2 x10 + 7 x1 .

- En numération binaire, on utilise seulement les deux chiffres  0 et 1 et les puissances de 2.

Le nombre 5 se décompose ainsi en : 1 x 2EQ \s\up4(2) + 0 x 2EQ \s\up4(1) + 1 x 1 et s'écrit alors : EQ \x\to(101) en binaire.


- Ecrire en binaire (décomposition puis écriture) : 


0 =




;     1 = 




;

2 = 




;     3 = 




;

4 =




;     6 = 




;

7  =




;     8 = 




.

2- Extraire les chiffres d'un code binaire

- Il faut maintenant écrire les chiffres du code dans les colonnes des lettres a, b, c et d du tableau,  ce qui revient à extraire les chiffres un par un.

- En numération décimale

Si on utilisait la numération décimale, on chercherait à extraire les chiffres des unités, des dizaines , des centaines …

Exemple. Soit X = 327.

Chiffre des unités : le quotient de 327 par 1 est 327. Le reste de 327 dans la division par 10 est 7, chiffre des unités. 

Chiffre des dizaines : le quotient de 327 par 10 est 32. Le reste de 32 dans la division par 10 est 2, chiffre des dizaines. 

Chiffre des centaines : le quotient de 327 par 100 est 3, le reste de 3 dans la division par 10 est 3, chiffre des centaines …

La méthode consiste donc à faire, dans tous les cas, deux divisions successivement : 

1 - on divise le nombre X  par 1 si on veut obtenir le chiffre des unités,  par 10 pour obtenir le chiffre des dizaines, par 100 pour le chiffre des centaines ... 

2 - on divise le quotient Q de la première division par 10, le reste est le chiffre recherché.

- En numération binaire, on utilisera la même méthode en remplaçant les puissances de 10 : 1, 10, 100, 1000 … par les puissances de 2 : 1, 2, 4, 8 … 

- Avec le tableur :

Le quotient Q dans la division euclidienne de X par 2EQ \s\up4(n) est donné par la fonction QUOTIENT(X;2EQ \s\up4(n)). Le reste dans la division de Q par 2 est donné par la fonction MOD(Q ; 2). En enchaînant les deux, on obtient la formule  = MOD(QUOTIENT(X ; 2EQ \s\up4(n)) ; 2).


3- Ecrire toutes les parties de E

- Dans le tableau il faut remplacer les chiffres 0 par rien et les chiffres 1 par la lettre correspondante.

On utilise le raisonnement suivant : si c'est 1, écrire dans la cellule la lettre de la colonne, si c'est 0 ne rien écrire (ou écrire le texte vide "" ).


La fonction du tableur : SI( condition ; action1 si  vrai ; action2 si faux)  permet d'obtenir cette transformation.

Modifier la formule   = MOD(QUOTIENT(LC1 ; L1C) ;2)  afin d'obtenir la formule :


= SI(MOD(QUOTIENT(LC1 ; L1C) ;2) = 1 ; L2C ; "")  


où L2C est la référence de la lettre,


où  "" représente un texte vide (pas d'espace entre les ").


- Dans la colonne Parties de E, on affiche les parties en utilisant la formule : 

="{"&LC(-4)&LC(-3)&LC(-2)&LC(-1)&"}"  qui rassemble (opération &) les lettres en un seul mot (ou ensemble) .


- Pour voir un exemple, ouvrir le fichier :  Parties d'un ensemble  puis la feuille Cas n = 4.

4- Cas où on ne dispose pas des fonctions DECBIN, QUOTIENT, MOD


- Si on ne dispose pas de la fonction DECBIN, on peut commencer par chercher les chiffres du code, puis recomposer le code en rassemblant les chiffres en un mot qui sera le code.


- si on ne dispose pas de la fonction QUOTIENT(n;p) on peut utiliser la division décimale et la fonction qui arrondit à la partie entière ENT :   = ENT(n/p).


- si on ne dispose pas de la fonction MOD(n;p), on peut utiliser : n – ENT(n/p)*p.



- Pour voir un exemple, ouvrir le fichier :  Parties d'un ensemble puis la feuille Autre méthode.
�  Si cette fonction n'est pas disponible, voir en annexe une autre méthode
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