Une marche aléatoire sur un graphe
probabiliste

Un plongeur effectue, au cours d’'une séance d’entrainement, deux type de
sauts. Le saut sur le plongeoir 1 est réussi avec une probabilité égale a 2/3
et le saut sur le plongeoir 2 avec une probabilite égale a 1/4.
Le sportif décide d’organiser sa séance de la maniere suivante :
e Le premier plongeoir est choisi de maniere aléatoire ;
e Al'issue de chaque saut, le plongeur :
* monte sur le plongeoir 1 si le saut vient d'étre raté
* monte sur le plongeoir 2 si le saut vient d’étre réussi.
On suppose que les probabilités de réussir un saut restent constantes dans
le temps et qu’elles ne dépendent ainsi ni du nombre de sauts déja
effectués, ni du saut qui vient d’étre tenté.



1)  Quelle est la probabilité que le sportif soit sur le plongeoir 1 ...
a. ...al'issue de son 2¢me sgqut ?
b. ...al'issue de son 3¢me squt ?
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3/4 1/ 4) : matrice de transition

P; ; : probabilité pour le sportif de se déplacer vers le

plongeoir j sachant qu’il se trouve sur le plongeoir .



A; : « Le plongeur se trouve sur le plongeoir 1 a I'issue de son
[-eme saut » ;

B; : « Le plongeur se trouve sur le plongeoir 2 a l'issue de son
I-eme saut » ;

A, : « Le plongeur se trouve sur le plongeoir 1 pour débuter sa
séance » ;

B, : « Le plongeur se trouve sur le plongeoir 2 pour debuter sa
séance » ;
On notera:

a; = P(4;); b; = P(B;) etE; = (a;, b;)



Calcul de (a4, bq)

Formule des probabilites totales :

P(A;) = P(A;]|A¢)P(A4y) + P(A1|Bg)P(By)

1 3
a, =—-Xan+-b
1= 3 0 T 7 Po



1

2 B
3 1
1 B
2 1

1/3 2/3
(ay, by) = (ag, by) X (3;4 1/4)



Calcul de (a5, b,)
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1/3 2
(az, by) = (aq,b1) X (3;4 1;2) et (ay, b1) = (ag, bg) X (é;z i;z)

- 1/3 2/3\_(1/3 2/3
(az, by) = (ag, by) X (3/4 1/4) X (3/4 1/4)



11 7 7 9
a, =—an +—b, etbo =—a,+—b>b
271870 " 1670 271870 " 1670

11/18 7/18
(az, bz) = (ag, by) X (7//16 9;16)

P = (s 1)< e 174)= Ghie oo

... Que représente P*?



Calcul de (a3, b3)

P = (g 1) G wa)<Gra )

P = (s 1% (716 o)

P? = (171//1168 ;;12) 8 (sl’;i i;i)

p3 — (107/216 109/216)
~ \109/192 83/192
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2) Onpose:P = Gﬁ i;i)

a. Verifierque:P =0 — %R
. 9/17 8/17 8/17 —8/17
ouQ = (9;17 8;17) etR = (—9//17 9//17 )

b. Verifierque:Q XR=RXQ =0;

c. Vérifier que: Q™ = Q% = Q, puis que R®* = R* = R
(n=0)

d. Justifierque: P" = Q + (—5/12)"R ... que peut-on en
déduire ?



3) Recherche éetat stable:
a. Vérifier que si on pose X = (9/17 8/17) alors
X = XP.
b. Justifier, grace a la résolution d'un systeme, que cet
état est le seul état stable.

La condition X = XP se traduit par le systeme :
{4x + 9y = 12x
8x + 3y =12y
Apres combinaison, on n’obtient qu'une équation : 9y = 8x
On complete avec la condition: x +y =1

On obtient bien (9/17 8/17) comme unique solution.



4) le plongeur (que I'on appellera A) est maintenant rejoint
par un autre plongeur (B).

Les probabilités de réussites sur les deux plongeoirs sont
données respectivement par les deux matrices :
1/3 2/3 1/4 3/4
P = (3;4 1;4) et Pp = (3;4 1;4)
Les plongeurs décident de réaliser une série de 2 plongeons
en enchalnant chacun un saut et en conservant les regles
choisies.
Le choix du premier plongeur est-il important pour le
calcul des probabilités décrivant I’état du systeme

(plongeur A ou B) al'issue des deux sauts ?



Si le plongeur A débute la série :
B 1/3 2/3 1/4 3/4)
(a2;b2) — (aO:bO)X(3/4 1/4>X(3/4 1/4_

(az, by) = (ag, by) X (73//182 55//182)

Si le plongeur B débute la série :
- 1/4 3/4\_(1/3 2/3)
(az,b2) = (ag, by) X (3/4 1/4) 8 (3/4 1/4
B 31/48 7/16
(az, by) = (ag, by) X (17/48 9/16)



On observe que :

(57 178)<(57a 1) % (57 178) (574 170)



