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Qu’est-ce qu’un écosystème ?
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Qu’est-ce que la modélisation mathématique?

Idée : Décrire un système ”réel” à l’aide d’outils mathématiques

à travers une question ou une problématique spécifique.
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Difficultés pour la modélisation

Rien n’est complètement descriptible
mathématiquement,

complexité du monde vivant,

diversité,

variabilité individuelle, ...
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Intérêt des mathématiques

Associer des quantités calculables : temps d’extinction d’une espèce,
vitesse d’invasion...

Développer des algorithmes de simulation à partir des modèles,

Construire des outils statistiques à partir de données pour prédire et
quantifier,

Modèles mathématiques novateurs : déterministes et stochastiques,...
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Etude de populations de petites
tailles
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Modélisation de populations de petites tailles

Population en danger d’extinction

Population nouvelle sur un espace

Exemple: le modèle de Galton-Watson
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Le modèle de Galton-Watson

A chaque génération, les individus meurent et laissent un nombre
aléatoire d’enfants,

Nombres d’enfants tirés indépendamment et avec la même loi,

Moyenne du nombre d’enfants: m.

A chaque génération n, Xn désigne la taille totale de la population.
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Le modèle de Galton-Watson
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A chaque génération, les individus meurent et laissent un nombre
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Comportement en temps long de la population?

Extinction?
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Extinction ?

Exemple:

Probabilité d’avoir 0 enfant: 1
8

Probabilité d’avoir 1 enfant: 1
2

Probabilité d’avoir 2 enfants: 3
8

Avant la 1ère génération:

p1 =

1

8︸︷︷︸
Si ∅ n’a pas d’enfant
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Extinction ?

Exemple:

Probabilité d’avoir 0 enfant: 1
8

Probabilité d’avoir 1 enfant: 1
2

Probabilité d’avoir 2 enfants: 3
8

Avant la 2ème génération:

p2 =

1

8︸︷︷︸ +
1

2︸︷︷︸ ∗ +
3

8︸︷︷︸ ∗∗
pas d’enfant 1 enfant 2 enfants
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Extinction ?

Exemple:

Probabilité d’avoir 0 enfant: 1
8

Probabilité d’avoir 1 enfant: 1
2

Probabilité d’avoir 2 enfants: 3
8

Avant la nème génération:

pn =
1

8︸︷︷︸ +
1

2︸︷︷︸ ∗pn−1 +
3

8︸︷︷︸ ∗pn−1 ∗ pn−1

pas d’enfant 1 enfant 2 enfants
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Extinction ?

Exemple:

Probabilité d’avoir 0 enfant: 1
8

Probabilité d’avoir 1 enfant: 1
2

Probabilité d’avoir 2 enfants: 3
8

Probabilité d’extinction :

p solution de

p =
1

8
+

1

2
∗ p +

3

8
∗ p ∗ p

i.e. ici p = 1
3

Hélène Leman Remise de prix des Olympiades 28/05/2025 10 / 29



Extinction ?

Exemple:

Probabilité d’avoir 0 enfant: 1
8

Probabilité d’avoir 1 enfant: 1
2

Probabilité d’avoir 2 enfants: 3
8

Le même raisonnement peut-être fait avec d’autres
lois de probabilité.
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En temps long: extinction?

Si la moyenne est plus petite que 1 (m < 1) : la population s’éteint
avec probabilité 1

p = 1

Si la moyenne est plus grande que 1 (m > 1):

p < 1

et lorsque la population ne s’éteint pas: la population crôıt vers
l’infini.

Si m = 1 (et p1 ̸= 1): la population s’éteint avec probabilité 1, mais
la moyenne du temps d’extinction peut être infinie.
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Exemple d’étude: Les ours des Pyrénées centrales

↪→ Cloez, Daufresne, Kerioui, Fontez, 2019

Figure: Rapport annuel 2016, suivi de l’ours brun, Camarra et al.
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Exemple d’étude: Les ours des Pyrénées centrales

↪→ Difficultés d’estimation: peu de données !

Figure: Rapport annuel 2016, suivi de l’ours brun, Camarra et al.

↪→ En 2018: 2 femelles ont été ré-introduites,
↪→ Conclusion : 15% de risque d’extinction.
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Etude de populations de grandes
tailles
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Exemple: Hématopöıèse

Expérience de contrôle décrite dans [Crauste et al, 2008, JTB]:
observation d’une variation d’un peu plus de 10% du nombre de globules
rouges chez la souris au cours du temps.

Cette variabilité peut-elle être due à l’aléatoire ?
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Modèle de division cellulaire

Même processus avec un pas de temps très petit: h .

A chaque pas de temps, chaque individu/cellule

se divise avec probabilité b · h ,

sinon meurt avec probabilité d · h ,

(sinon il ne lui arrive rien!)

↪→ Nombre de cellules au temps t : Xt

Lemma (3 comportements)

si b > d: croissance

si b = d: constant

si b < d: décroissance
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Simulation du processus de naissances et morts

↪→ Grande population ?

K = 1
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Simulation du processus de naissances et morts

↪→ Grande population ?

K = 2
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Simulation du processus de naissances et morts

↪→ Grande population ?

K = 10
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Simulation du processus de naissances et morts

↪→ Grande population ?

K = 100
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Simulation du processus de naissances et morts

↪→ Grande population ?

K = 1000
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Comportement moyen : ”loi des grands nombres”

Initialement: K cellules.

Théorème (Ethier-Kurtz, 1986)

Xt︸︷︷︸ ≃
K→+∞

K x(t)︸︷︷︸
processus aléatoire limite déterministe

avec x(t) solution de {
x ′(t) = x(t) ∗ (b − d)

x(0) = 1

Le modèle déterministe ≃ comportement moyen lorsqu’il y a beaucoup de
cellules.

Hélène Leman Remise de prix des Olympiades 28/05/2025 18 / 29



Comportement moyen

K = 1000

Dynamique: Xt ≃ Ke(b−d)t
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Zoom

K = 1000

Théorème (Cas b=d)

Xt︸︷︷︸ ≃
K→+∞

K x(t)︸︷︷︸ +
√
2b · KB(t)︸ ︷︷ ︸

processus limite fluctuations
aléatoire déterministe browniennes
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Hématopöıèse: Modèle plus réaliste.
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Hématopöıèse: Modèle plus réaliste.

↪→ Bonnet et al 2020.

avec

b1 − d1 = 0 b2 − d2 < 0 d3 > 0


x ′1(t) = 0

x ′2(t) = d1x1 + (b2 − d2)x2

x ′3(t) = d2x2 − d3x3

Equilibre:(
x1(0),

d1
d2 − b2

x1(0),
d2
d3

d1
d2 − b2

x1(0)

)
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Hématopöıèse: Modèle plus réaliste.

↪→ Bonnet et al 2020.

avec

b1 − d1 = 0 b2 − d2 = − 1

K 0.25
d3 =

1

K 0.4


x ′1(t) = 0

x ′2(t) = d1x1 + (b2 − d2)x2

x ′3(t) = d2x2 − d3x3

Equilibre:(
x1(0),

d1
d2 − b2

x1(0),
d2
d3

d1
d2 − b2

x1(0)

)
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Hématopöıèse: Modèle plus réaliste.

X3(t) ≃ K 1.65 + V (t)︸︷︷︸
processus

stochastique

K 1.35

↪→ 6% de fluctuations !
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Et les interactions ?
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Limite des modèles de Galton-Watson ou de
naissance/mort:

aucune interaction

→ La taille de la population peut crôıtre vers l’infini!

Compétition Coopération Reproduction...
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Conclusion

Intérêt de l’interdisciplinarité mathématiques-biologie:

Développement d’outils novateurs en mathématiques,

Divers approches mathématiques: probabilités, équations aux dérivées
partielles, statistiques...

Quantification de questions biologiques,

Simulations numériques des dynamiques...
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Ressources

Où trouver d’autres exemples et des infos ?
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images.math.cnrs.fr/
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www.insmi.cnrs.fr/fr/matheuses
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interstices.info/
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www.ins2i.cnrs.fr/fr/les-decodeuses-du-numerique

Hélène Leman Remise de prix des Olympiades 28/05/2025 29 / 29


