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Démonstration de la question 9°)

Supposons ug, 11 = 3u,, + 1. Montrons que ug(,41)41 = 3uy1 + 1, Cest-a-dire ug, 4 = 3u, g + 1.
— Si0 < u,, < n,alors le voyageur ne peut pas donner au n+ 1-iéme mendiant, donc u,,,; = u,,+n+1.
D’autre part, 1 < us,,1 = 3u,, + 1 < 3n + 1 donc par la question 4°a)
U3n+3 ZU3n+1 _1 :3un < 3n< 3n+4
Le voyageur ne peut pas non plus payer le 3n + 4-iéme mendiant et
Uspia = U, +3n+4=3(u, +n+1)+1=3u,; +1

ce qu’il fallait démontrer.
— Siw,, > n+1, le voyageur a assez d’argent pour payer le n+1-iéme mendiant. Ainsi u,,,; = u,,—n—1.
De plus, uz,.1 =3u, +1 >3(n+1)+1=3n+4>3n+1, et par la question 4°b)

Uz i3 = Ugpir + 1 = 3u, +2
Mais alors us, 3 > 3(n+ 1) +2 > 3n + 5 : le voyageur peut payer le 3n + 4-ieme mendiant, et
Ugpps =3, +2—Bn+4)=3u, —3n—2=3(u,—n—1)+1=3u, +1

La propriété est donc héréditaire pour tout entier n. Reste a vérifier que la propriété est vraie pour
n = 0, ce qui est trivial puisque ug =0 et u; = 1.

Remarque

Etant donné que I'on n’a pas utilisé la question 5%), on peut démontrer cette derniére en utilisant la
question 9°) aisément :

Siu, =0, ug, 1 = 3u, +1 = 1. Mais alors le 3n + 2-iéme mendiant donne la somme d’argent et
Uz, 2 = 3n + 3. Le voyageur peut ainsi exactement payer au 3n + 3-iéme mendiant, ce qui donne

U313 = 0.

Analyse précise de la structure de la suite

Cette analyse est inspirée par I'arbre fait par Bodo.

On rappelle qu'on a ug =0, uy =1, uy =3, u3 =0, uy =4, us =9, ug = 3, uy; = 10, ug = 2, ug = 11,

Ug =1, uyy =12, g9 =0, uy3 = 13, uyy = 27 et uy5 = 12.

En étudiant les termes d’indice pair non nul d’un c6té et les termes d’indice impair de 'autre, on

obtient deux sous-suites :

— u; =1 u3=0,u5 =9, uy =10, ug = 11, uy; = 12, uy3 = 13, u15 = 12, uyy; = 11, u;9 = 10...

— Uy =3, uy =4, ug =3, ug =2, u1g =1, u15 =0, uyy = 27, u15 = 28, ug5 = 29, uyg = 30...

On pose u_; = 0. Soit n < 1, avec u,,_o = 0. D’apreés la question 5°a) ug(,,_9)43 = 0 soit ug,, 5 = 0,

mais aussi ug(s,_3)43 = 0 s0it ug,,_g = 0. Puisque 9n — 6 a la méme parité que n, on peut définir le
—6—

n
5 +1=4n—2

groupe de termes (u,,, U, o, ..., Ug,_g) qui se termine par un 0, et contient

termes.
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Le terme ug,,_4 suit ce groupe, et commence un nouveau groupe de méme parité. On sait aussi que

Us3,_3 = 0 donc us,_; commence lui aussi un groupe, de parité différente. Le groupe de premier terme

Us,_1 possede 4(3n — 1) — 2 = 3(4n — 2) termes, soit trois fois plus que le groupe débutant par u,,.

Pour n = 1 on obtient le groupe (u; = 1, ug = 0). Un autre groupe commence an=3x1—1=2:

(ug =3, uy =4, ug = 3, ug = 2, ujy = 1, u;5 = 0). Un autre commence & n =3 x 2 —1 =5 et il suit

directement le dernier terme du groupe (u; = 1, ug = 0).

On peut ainsi découper la suite en groupes disjoints :

— ug=0

— u;=1letuz=0

— Uy =3, uy =4, ug =3, ug =2, ug=1et ujp =0

— ug =9, uy = 10, ug = 11, uyy = 12, uy3 = 13, uys = 12, uyy = 11, uyg = 10, ugy = 9, ugg = 8§,
Ugs = T, Ugy = 0, Ugg =D, U3y =4, Uzz = 3, Ugs = 2, Uzy = 1 et ugzg =0

— Uy = 27, Ujg = 28, Uz = 29, ugg = 30, ..., usg = 39, uyg = 40, uyy = 39, uyy = 38, ..., U9 = 5,
Uy =4, Ug1g =3, U136 = 2, upg = Let uppy =0

— uyy = 81, uy3 = 82, uys = 83, uyy = 84, ..., U5 = 118, uy; = 119, uy9 = 120, uyy; = 121,
U9z = 120, w95 = 119, uyyy = 118, U199 = 117, ...

Etudions le groupe de premier terme w,, avec n > 1. Puisque u,, 5 =0, u,, ; = n — 1 car le mendiant

est alors généreux, et u,, = 2n — 1 car le voyageur n’a toujours pas de quoi payer le n-ieme mendiant.

Soit Vm,v,, = u,, —m. On a v,, = n — 1. D’apres la question 32), Vm,—m < v,, < m, et d’apres la

question 4°) :

— siv, > lalors v, =Up0—Mm—2=u, +1—-—m-—-2=v, —1;

— siwv, <0alors v,,,0 =Up 0 —Mm—2=u, —1—m-—2=0v,, —3.

Dans tous les cas, on obtient une suite de valeurs entieres strictement décroissantes v,, > v,, 19 > v,, 14 >

> Uy op. Plus précisément, v, o = v, —1=n—2, .., v, 0, =n—1—Fk, jusqu’a v, 9(,—1) = 0 soit

v3,_ 2 = 0. Cela correspond a des augmentations u,, .o = w, + 1, u,,4 = u, + 2, jusqu’a atteindre

Ugy,_o = 3N — 2.

Par la suite les termes v,,, ), sont tous négatifs ou nuls, c’est-a-dire u,,, 9, < n + 2k donc les termes du

groupe diminuent de un en un et il faut encore 3n — 2 étapes pour atteindre ug, 5, 9(3,-2) = 0, ou

encore ug,,_g = 0.

Les seuls termes nuls dans la suite sont donc bien donnés par la question 5°a) : dans chaque groupe
tous les termes sont non nuls hormis le dernier. De plus les valeurs des termes sont toutes consécutives,
croissantes de u,, & us,,_o = 3n — 2 puis décroissants de us,,_5 & Ug,,_g = 0.

ug =0, uy =1, up =3, ug =0, uy =4, us =9, ug = 3, uy = 10, ug = 2, ug = 11, uyy = 1,
Uy = 12, ug = 0, ugz = 13, uyy = 27, w5 = 12, uig = 28, uypr = 11, u1g = 29, uq9 = 10, uyg = 30,
Uy = 9, Ugg = 31, Ugg = 8, Ugy = 32, Ugs = 7, Ugg = 33, Ugy = 6, Ugg = 34, Ugg = 5, Uzg = 3D,
usy = 4, uzy = 36, uz3 = 3, uzy = 37, uzs = 2, uzg = 38, uzy = 1, uzg = 39, uzg = 0, uyy = 40,
Uy; = 81, ugg = 39, uyg = 82, uyy = 38, uys = 83, uyg = 37, uyy = 84, uyg = 36, uyg = 85, usy = 35,
Ug; = 806, usy = 34, usg = 87, usy = 33, uss = 88, usg = 32, usy = 89, usg = 31, usg = 90, ugy = 30,
Ugy = 91, ugy = 29, ugy = 92, ugy = 28, ugs = 93, ugg = 27, ugy = 94, ugg = 26, ugg = 95, uyy = 25,
Uy = 96, Upg = 24, Upy = 97, ugy = 23, Urs = 98, Ugg = 22, Uy = 99, urg = 21, uqg = 100,
ugg = 20, ug; = 101, ugy = 19, ugg = 102, ugy = 18, ugs = 103, ugg = 17, ug; = 104, ugg = 16,
ugg = 105, ugy = 15, ug; = 106, ugy = 14, ugg = 107, ugy = 13, ugs = 108, ugg = 12, ug, = 109,
Ugg = 11, ugg = 110, uqgg = 10, uyg; = 111, uygs = 9, U193 = 112, ujgy = 8, U195 = 113, U9 = 7,
uyo7 = 114, Uy = 6, ujg9 = 115, uy19 = 5, ugyy = 116, uyyp = 4, uyy3 = 117, ugyy = 3, ugy5 = 118,
U1 = 2, U117 = 119, uq18 = 1, ug19 = 120, w199 = 0, w9y = 121, Uqgg = 243, U193 = 120, uyoy = 244,
Upgs = 119, Uppg = 245, U9y = 118, ujog = 246, Ujgg = 117, uygg = 247, uy3; = 116, uy3, = 248,
Uygz = 115, uygy = 249, uy35 = 114, w136 = 250, uyzy; = 113, uq3g = 251, uy39 = 112, uyyy = 252,

— 92—



uygr = 111, uygo = 253, ugyg = 110, uygy = 254, uqys
uyg9 = 107, uy59 = 257, uy5 = 106, uys59 = 258, uq53
uys7 = 103, uysg = 261, uy59 = 102, uy69 = 262, uy4;

Urgs = 99, Uu1g6 = 265, u1g7 = 98, uigg = 266, uig9 = 97,

Urzs = 269, Uuyrs = 94, uirg = 270, uypy = 93, uyrg =
Uigy = 273, w1z = 90, ujgqa = 274, uig5 = 89, Uiz =
Urgg = 277, Uyg; = 86, Ujgy = 278, U193 = 8D, Ujgy =
U9 = 281, Ujg9 = 82, Uggy = 282...
* %
*
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= 109, w46 = 255, uyyy = 108, uyyug = 256,
= 105, uy54 = 259, uy55 = 104, uy56 = 260,
= 101, w49 = 263, uy53 = 100, uig4 = 264,
Ui7g = 267, Uy7qy = 96, Uy7g = 268, w73 = 95,
= 271, w79 = 92, uygy = 272, uyz; = 91,
= 275, uyg7 = 88, uygg = 276, uyg9g = 87,
= 279, uig5 = 84, ujgg = 280, ui9; = 83,





