La situation de la pyramide - Analyse des types de preuves

Niveau de preuve

Le probleme du nombre de diagonales d'un polygone

Typologie

Exemples :
La somme de deux multiples de 7 est un multiple
de7

Production d’éleve

associée

Quelles aides/passerelles pour atteindre
un niveau de preuve supérieure ?

Empirisme naif

21 et 14 sont des multiples de 7, et leur somme 35
aussi.

1er Stade (1 copie)

aide : donner les 3 définitions (un polygone est une ligne brisée et
fermée, un coté est un segment qui relie deux sommets consécutifs,
une diagonale est un segment qui relie 2 sommets qui ne se suivent

aussi.
L’affirmation est donc vraie.

L’affirmation est donc vraie.
%’_ pas) et faire les 2 schémas au tableau.
:
®
£ . .
% Expérience 6 251 et 417 627 sont des multiples de 7, et leur 2e Stade (1 copie) aide : Trouver un calcul pour obtenir le nombre de diagonales que tu
8 cruciale somme 423 878 aussi. L’affirmation est donc vraie. as comptées pour 6, 7 et 8 cotés.
0
>
=S
2
o E 7 x 3 et 7 x 2 sont des multiples de 7 et leur somme 7 x 3¢ Stade (2 copies) aide : Sans dessinner continuer la suite des calculs pour 9 et 10
xemple S : N
.. . 3+7x2=7x(3+2)aussi. L'affirmation est donc cotés.
generique vraie. Tout seul : Généraliser pour 100 cotés.
Expérience Vraicar7 +7 + ... estun multiplede 7 donc 7 + 7 + ... |4eme Stade (2 copie) . ~y s
: aide : Trouver une formule avec n le nombre de cotés.

" mentale +7+ 7+ ... estun multiple de 7
[
-
i
(3
9
= Calcul sur les :
] ) . Vraicar(@ax7)+(bx7)=(@+b)x7
£ énonceés
S
o
a 7x et 7y avec x et y des entiers sont des multiples de 7

. - et leur somme 7x + 7y = 7(x + y) avec x + y un entier

Démonstration
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Analyse de copies d'éléves, d'un probleme de recherche : « les diagonales »

Enoncé :
Un polygone a 4 cotés possede 2 diagonales.
Un polygone a 5 cotés posseéde 5 diagonale.

Dessine un polygone a 6 c6tés. Combien a-t-il de diagonales ?
Dessine un polygone a 7 cotés. Combien a-t-il de diagonales ?
Dessine un polygone a 8 cotés. Combien a-t-il de diagonales ?

Combien de diagonales posséde un polygone a 9 cotés ?
Combien de diagonales possede un polygone a 10 cotés ?
Combien de diagonales possede un polygone a 100 c6tés ?

Comme le probléme sur les segments, ce probléme de géométrie sur les diagonales
demande d'abord une recherche a partir d'un petit nombre de c6tés, c'est-a-dire qu'un
raisonnement de type inductif (exemple naif, expérience cruciale) est nécessaire pour
résoudre le probleme. Nous ne demandons pas explicitement aux éléves de généraliser la
solution a partir d'une formule (une généralisation non formelle suffit : exemple
générique), mais les éléves essayent le plus souvent de produire une procédure de calcul
(expérience mentale) qu'ils ne démontrent pas. Nous en restons donc le plus souvent a des
preuves pragmatiques (ler stade exemple naif, 2e stade expérience cruciale et 3e stade
exemple générique) et parfois a des preuves intellectuelles (4e stade expérience mentale).

De plus les éleves peuvent utiliser un raisonnement par analogie avec ce qui a été
fait sur les segments (formule donnant le nombre de segments a partir du nombre de
points donnés) pour trouver plus facilement une formule donnant le nombre de diagonales
d'un polygone a partir du nombre de ses cotés.

Cet énoncé a été proposé en narration de recherche sur les diagonales a des éléves
de 6éme dans le cadre de |' AP Maths-Frangais qui a lieu 1h chaque semaine et dont la
progression est en paralléle de la progression Mathématiques (problémes non directement
liés a la notion en cours, programme cycle 3, volet 1) avec une alternance des périodes de
frangais et des périodes de mathématiques.

Période 1 Mathématiques : Gestion de données, logigrammes

Période 2 Frangais : Lexique des disciplines

Période 3 Mathématiques : Narration de recherche

Période 4 Francais : Evaluations nationales : remédiations

Période 5 Mathématiques : 3 séances d'entrdinement Triple Défis + 1 séance Concours
Kangourou

Période 6 Frangais : OULIPO Lecture et écriture de petits poemes

Période 7 Mathématiques : Résolution de problémes et narration de recherche




La narration de recherche sur les segments (voir énoncé dans le document analyse
de copies d'éléves, d'un probléme de recherche : « les segments ») a d'abord été proposée
aux éléeves de 6éme en 2 séances et demi suivant les modalités suivantes :

— une premiere séance pour la recherche au brouillon : prise de connaissance de
I'énoncé, extraction des données clées, représentation de |'énoncé, comptage du
nombre de segments avec un petit nombre de points, des essais pour trouver une
méthode de calcul du nombre de segments ...

Un temps indicatif est affiché au tableau avec des étapes pour la recherche au
brouillon :

10 min : Chercher : surligner les mots clés, extraire les donnés de |'énoncé.

Représenter : faire un schéma de la situation (ici dessiner les segments pour un petits
nombres de points)

15 min : Modéliser : écrire la bonne expression mathématique, écrire le calcul
correspondant a |'étape de raisonnement (ici trouver une méthode de calcul pour retrouver
le nombre de segments comptés avec un petit nombre de points).

Raisonner : écrire les étapes de son raisonnement (ici s'appuyer sur les propriétes des
figures pour mener a bien le raisonnement).

15 min : Calculer : combiner les opérations +, -, x, = (ici, a partir des dessins et des calculs
préscédents, trouver une formule).

Communiquer : faire une phrase pour chaque étape de raisonnement et expliquer chaque
calcul.

- une deuxiéme séance pour la rédaction de la narration de recherche, les copies étant
ramassées a la fin de |I'heure. Expliquer sa démarche en rédigeant chacune des
étapes réalisées au brouillon en mettant en forme le texte narratif.

Consignes donnés aux éleves au tableau :

Une narration de recherche, c'est une fagon différente de répondre a un probléme. Au
lieu, comme d'habitude, de chercher la solution au brouillon et d'écrire seulement la bonne
réponse au propre, tu vas raconter comment tu as fait pour chercher la solution.

Tu écriras toutes tes idées, méme celles qui n'ont pas marché. Des dessins, des calculs ou
des essais simples te permettront de progresser vers le résultat mais pour cela, il faudra
€tre persévérant. Car plus que de trouver la réponse, ce qui est important c'est de
chercher et de raconter cette recherche.

Ce que tu dois faire :

* raconter avec précision tous tes essais ;

* signaler quand tu change de piste (avec une autre couleur par exemple ou en
chngeant de paragraphe).

* reproduire les dessins que tu as fait au brouillon si tu as eu besoin d'en faire ;

* et bien siir, faire un effort pour &tre compris par celui qui te lira !

— Une demi séance séance de 20 min pour la correction au tableau avec la classe.

Pour le professeur, une fiche sur les raisonnements possibles pour le nombre de segments a
partir d'un nombre de points donnés, synthétise les différentes méthodes avec une partie
« Raisonner vs Chercher et preuves pragmatiques » et une partie « Raisonner vs
Communiquer et preuves intellectuelles ».




Raisonnements possibles pour le nombre de segments a partir d'un nombre de points donnés

Raisonner vs Chercher

Par récurence sur
le nombre de points.

En comptant pour chaque points
le nombre de segments,
segments comptés 2 fois.

En partant d'un point, puis du 2e dans le
sens des aiguilles d'une montre sans
compter 2 fois le méme segments.

B 3 points B 3 points B 3 cotés
A)/ /_/_x((: 3 segments A)/_/:X(C 3 segments A)/_/_X(C 3 segments
? 4 points B coeeas |2 pOINTS s . 4 points
A )é ¢ 3+2z6 A © 4x3-2 = 6 > Tsement | 3424 = 6
A ¥ C
On ajouts un point x? 6 Segmen.rs 20?%“%:::359 point ° 6 SegmenTS 1er point D 6 segmen-‘-s
3 segments de plus 3 segments
. _*~,. |Bpoints o o . | B points “rw ... |Bpoints
3+3+4 =10 A 5x4:-2 = 10 4+3+°+1 =10

On ajoute un point
4 segments de plus X

10 segments

4 segments
pour chaque pain

© 110 segments

10 segments

__ 2segments
A - C

1er point D 4epoint
4segments \ 1 segment

6 points
3+3+4+5 =15

15 segments

On ajoute un point
5 segments de plus

B segments
comptés 2 fois

6 points
6x3:2 =15

15 segments

§ segments
pour chague point

6 points
5+4+-+42+1 =15

15 segments

7 cotés
3+3+4+5+0 = 21
21 segments

©n ajoute un point
6 segments de plus

7 cdtés
7x6+2 = 21
21 segments

7 cotés
6+D+/+3+2+]1 =
21

21 segments

Raisonner vs Communiquer

10 points
3+3+4+5+6+7+8+(10-1) = 45

45 segments

10 points
10x(10-1)<2 = 45
45 segments

10 points
(10-1)+9+8+7+6+5+4+3+2+1 = 45

45 segments

Généralisation a 100 points

100 points
3+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13

+.. 98+(100-1) = 4950 segments

100 points
100x(100-1)+2 = 4850

4950 segments

100 points
(100-1)+98+97+96+95+94+93+92
+..+3+2+1 = 4950 segments

Généralisation a h points

S = 3+3+4+5+. +(n-1) avec S le
nombre de segments et n le
nombre de points

S = nx(n-1):2 avec S le nombre de
segments et n le nombre de points.

S = (n-1) + (n-2) + (n-3) + ..+2+1
avec S le nombre de segments et n
le nombre de points.




La narration de recherche sur les diagonales a été proposée en 1 séance et demi :

- une demi séance pour la recherche au brouillon :
Un temps indicatif est affiché au tableau avec des étapes pour la recherche au
brouillon :
5 min : Chercher : surligner les mots clés, extraire les donnés de |'énoncé.
Représenter : faire un schéma de la situation (ici dessiner les diagonales pour un petits
nombres de cotés)
10 min : Modéliser : écrire la bonne expression mathématique, écrire le calcul
correspondant a I'étape de raisonnement (ici trouver une méthode de calcul pour retrouver
le nombre de diagonales comptées avec un petit nombre de cotés).
Raisonner : écrire les étapes de son raisonnement (ici s'appuyer sur les propriétes des
figures pour mener a bien le raisonnement).
10 min : Calculer : combiner les opérations +, -, x, = (ici, a partir des dessins et des calculs
préscédents, trouver une formule).
Communiquer : faire une phrase pour chaque étape de raisonnement et expliquer chaque
calcul.

- une séance pour la rédaction de la narration de recherche, les copies étant

ramassées a la fin de I'heure.

Consignes données aux éleves au tableau :
1) 10 min : a faire avec eux pour que tout le monde démarre.
Un polygone a 4 cotés possede 2 diagonales.
Un polygone a 5 c6tés possede 5 diagonales.
aide : donner les 3 définitions (un polygone est une ligne brisée et fermée, un c6té est un
segment qui relie deux sommets consécutifs, une diagonale est un segment qui relie 2
sommets qui ne se suivent pas) et faire les 2 schémas au tableau.
2) 20 min : a faire tout seul
Dessine un polygone a 6 cotés. Combien a-t-il de diagonales ?
Dessine un polygone a 7 c6tés. Combien a-t-il de diagonales ?
Dessine un polygone a 8 c6tés. Combien a-t-il de diagonales ?
aide : Trouver un calcul pour obtenir le nombre de diagonales que tu as comptées pour 6, 7
et 8 cotés.
3) 20 min : a faire tout seul
Combien de diagonales posséde un polygone a 9 cotés ?
Combien de diagonales possede un polygone a 10 cotés ?
Combien de diagonales possede un polygone a 100 c6tés ?
aide : Sans dessinner continuer la suite des calculs pour 9 et 10 c6tés.
Tout seul : Généraliser pour 100 cotés.
aide : Trouver une formule avec n le nombre de cotés.
Pour le professeur, une fiche sur les raisonnements possibles pour le nombre de diagonales
d'un polygone synthétise les différentes méthodes avec une partie « Raisonner vs
Chercher et preuves pragmatiques » et une partie « Raisonner vs Communiquer et preuves
intellectuelles » afin de pouvoir aider les éleves a passer a un stade de raionnement
supérieur.



Raisonnements possibles pour le nombre de diagonales d'un polygone

Raisonner vs Chercher et preuves pragmatiques (action)

Par récurence sur
le nombre de sommets.

En comptant pour chaque sommet
le nombre de diagonales,
diagonales comptées 2 fois.

En partant d'un sommet, puis du 2e dans le
sens des aiguilles d'une montre sans
compter 2 fois la méme diagonale.

B 3 cotés 8 3 cotés B 3 cotés
A)/_ N/ |Odiagonales A)(_ N/ | Odiagonales A){_ ¢ | Odiagonales
4 cotés e |AcOtés T tagonate 8 . |4cotés
0+2 4x1+2 = 2 1+1=2
2 diagonales 2 diagonales 2 diagonales
On ajoute un sommet A 1er sommet D
2 diagonales de plus 1 diagonale 1 diagonale
pour chague sommet
5 cotés , ottt | DCOYES e (|5 CBYES
2 diagonales
2+3=5 5x2+2 =5 2+2+1=5
5 diagonales 5 diagonales X< 5 diagonales
fersommet D
2 diagonales L~
On ajoute un sommet E
3diagonales de plus
2 diagonales
pour chagque sommet
6 cotés summzs_ | 6 COtés 6 cotés
2+3+4 =9 6x3:2=9 3+3+2+1=9
9 diagonales 9 diagonales 9 diagonales
On ajoute un sommet 2 diagonales
4 diagonales ds plus ;nu\ Ec‘haque sommet
X ¢ | 7Z.cotés . | 1.cOtés i |7 cOtés
A || 2+3+4+5 = 14 7x4:2 = 14 4+4+3+2+1 = 14
X |14 diagonales 14 diagonales 14 diagonales
4 diaganales
pour chacue sommet

Raisonner vs Communiquer et preuves intellectuelles (abstraction, opérations, transformations)

10 cotés
0+2+3+4+5+6+7+(10-2) = 35
35 diagonales

10 cotés
10%(10-3)2 = 35
35 diagonales

10 cotés
(10-3)+(10-3)+6+5+4+3+2+1 = 35
35 diagonales

Généralisation a 100 cotés

100 cdtés
0+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12+13+
.+97+ (100-2)= 4850 diagonales

100 c6tés
100%(100-3)+2 = 4850
4850 diagonales

100 c6tés
(100-3)+(100-3)+96+95+94+
..+3+2+1 = 4850 diagonales

Généralisation a n c6tés

D = 0+2+3+4+5+_+(n-2) avec D le
nombre de diagonales et n le
nombre de cotés

D = nx(n-3):2 avec D le nhombre de
diagonales et n le nombre de cotés

D = (n-3) + (n-3) + (n-2) +..+2+1
avec D le nombre de diagonales et
n le nombre de cdtés




Copies d'éleves de 6éme :
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3e Stade : |'exemple générique

3e Stade : I'exemple générique




—1 =
 20dung

4e Stade :

1T

L

i

T

P= 1

L

it

I'expérience mentale

Il

Etape =

nd

4e Stade : |'expérience mentale E



