Démonstration de : (D VN deux fois tragable

& (@ 3(a;b;c;d)entiers naturels tels que N = (a2+b?)(c?+d*) aveca>h>1etc>d>1

ac+bd | _ ac—bd]

Etallorsona\/ﬁ=[|ad_bc| = ad + be

(1) : VN deux fois tragable 3 (A; B; C; D) entiers naturels tels que N = A2+B? = C2+D? avec A # C et de D.
(2) sera démontrée en 3 propositions :
Proposition1: (A; B; C; D) peuvent étre ordonnés de telle facon que A > C avec A et C de méme parité

D > B avec B et D de méme parité

¢ On peut supposer que A est le plus grand des 4 entiers A, B,C,D etcomme A# CetA#DonaA>CetA>D,
AlorsB?=N-A%2<N-D?=C?
<N-C?*=D? donc B<CetB<D.
e N =A%+ B?=C?+ D?donc

- SiNestimpair, A et B ainsi que C et D doivent étre de parités différentes donc, quitte a inverser C et D
(inversion compatible avec les relations d’ordre du précédent point), on peut supposer que A et C ainsi que
B et D sont de méme parité.

- EtsiN est pair, A et B doivent étre de méme parité, ainsi que C et D.
OrsiA=0[2]etB=0[2]alorsA’+B*=0[4];etsiC=1[2]etD=1[2]alorsC>*+D*=2[4]
Donc A% + B% # C* + D2
Donc si N est pair alors nécessairement A, B, C, D sont tous de méme parité (donc en particulier A, CetB,D)

Proposition2: 3 (a;b; c;d) entiers naturels telsque A=ad + bc;B=ac-bd; C=ad-bc; D =ac+ bd

A%+ B%*=C?*+D?*doncA®*-C*=D?*-B*donc (A-C)(A+C)=(D-B)(D+B)

Avec(A-C); (A+C);(D-B); (D + B) entiers naturels pairs non nuls (d’aprés la proposition 1)

Posons alors PGCD(A-C;D-B)=2a et PGCD(A+C;D+B)=2b

Ona A-C= 2aq; D-B=2ar ouqetrsont 1¢s entre eux (et non nuls)

A+ C=2bd; D+ B=2bc ol cetdsont 1¢s entre eux (et non nuls)
Alors (A-C)(A+C)=4abdq=(D-B)(D+ B) =4abcr
Donc dq = crdonc d | cravecd etc 1es entre eux donc (Gauss) : d | r donc r = kd ( k entier naturel non nul)
g | cravec q et r 1¢rs entre eux donc (Gauss) : q | ¢ donc ¢ = K’'q (k’ entier naturel non nul)

Doncdq=cr=k'qXx kddonckk’=1donck=k'=1dour=detq=c

Il vient alors que: A-C=2ac; D-B=2ad; A+ C=2bd; D+ B =2bc;

D'ou: A= (2ac+2bd)/2=ac+bd; C=(2ac-2bd)/2=ac-bd;

D= (2ad + 2bc)/2=ad+bc; B=(2bc-2ad)/2=bc-ad

Proposition 3: N = (a’+b?)(c*+d?) aveca>b>1etc>d=>1
Avec la proposition 2: N= A%+ B%?= (ac+bd)?+ (ad -bc)*=C?>+D? = (ac-bd)?+ (ad + bc)?
= a®c? + b%d? + a®d? + b?c?
= (a? +b2)(c*+d?)
Deplus eA#CdoncA?-C?*=(A+C)(A-C)=4abcd # 0donca,b,c,dnonnuls
eA#¥DdoncA-D=(ac+bd)-(ad+bc)=(a-b)(c-d)#0donca#betc*d.
e Comme N = (a% + b?)(c? + d*), on peut inverser a avec b et c avec d et donc supposera >betc>d

Donc 3 (a;b;c;d)entiers naturels tels que N = (a? + b?)(c*+d?)aveca>b>1etc>d>1 2)



(2):3(a;b;c;d) entiers naturels tels que N = (a?+b?)(c?+d?)aveca>b>1etc>d>1
Ona:N =a%?+ a%d® + b? + b?d* = (ac-bd )* + (ad + bc)?
=(ac+bd)*+ (ad-bc)*=(ac+bd)*+|ad-bc|?

Avec (ac-bd); (ad+bc); (ac+bd);|ad-bc| entiers naturels (ac - bd est positifcara>b>0etc>d>0)

[ ac+bd 1 _r1ac—bd
DOHCW‘[|ad—bc|]‘[ad+bc

Pour conclure que VN est deux fois tracable il reste 2 montrer que (ac +bd ) # (ac-bd) et (ac+bd) # (ad + bc):
e(ac+bd)-(ac-bd)=2bd#0carb+#0etd=# 0donc (ac+bd) # (ac-bd)
e(ac+bd)-(ad+bc)=(a-b)(c-d)#0cara#betc#ddonc(ac+bd)# (ad+bc)

Donc VN est deux fois tracable et VN = [ ac + bd ] = [ac —bd ] )

|lad — bc| ad + bc

CQFD.



